
  
 

Triangular bending element with 30-degree freedom including shear 

deformation 
 

 

Ahmad Mozafari1 , Mahmoud Edalati2  

 

 
1. Department of Civil Engineering, Faculty of Engineering, Ilam University, Ilam, Iran. E-mail: mozafari.ahmad@ba.edu.af 

2. Corresponding Author, Department of Civil Engineering, Faculty of Engineering, Ilam University, Ilam, Iran. E-mail: 

m.edalati@ilam.ac.ir 

 

 

 

Article Info ABSTRACT  

Article type:  

Research Article 

 

Article history:  

Received  

2025-10-13 

Received in revised form  

2025-11-22 

Accepted  

2025-12-21 

Available online 

2025-12-26 

 

 

Keywords:  

Shape function, 

Triangular element, 

Bending plate, 

Shear deformation, 

Concentrated load. 

Bending plates are among the most fundamental components employed in structural 

analysis. Despite significant advances in numerical methods, the accurate reproduction of 

both bending and shear behavior of plates remains a major challenge in plate analysis. The 

high sensitivity of thin, thick, and very thick plates to issues such as shear locking, the 

choice of shape functions, and the compatibility of strain fields has motivated continuous 

research efforts aimed at developing reliable bending plate elements. 

In this study, the accuracy and stability of the proposed shape function for the triangular 

bending plate element ME30, based on the Mindlin–Reissner theory, are evaluated in the 

analysis of plates and slabs subjected to concentrated loads. The proposed element consists 

of 10 nodes with 3 degrees of freedom per node and is capable of reproducing transverse 

shear deformations in a compatible manner. Numerical results for thin steel plates, 

moderately thick concrete slabs, and very thick slabs demonstrate the convergent behavior 

of the proposed formulation and its strong agreement with analytical solutions and 

established numerical formulations. Furthermore, the evaluation of deflection and bending 

moments confirms the effectiveness of the ME30 shape function in accurately capturing the 

bending response of plates with varying geometries and thicknesses. The findings indicate 

that the proposed model can be regarded as a reliable and robust approach for the numerical 

analysis of bending plates subjected to concentrated loads. 
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Introduction  

Reinforced The bending behavior of plates is regarded as a central issue in structural 

analysis, and its accurate numerical modeling has consistently attracted the attention of 

researchers. Despite the development of numerous numerical methods and plate elements, 

the simultaneous simulation of bending and shear responses of plates across a wide range of 

thicknesses remains a significant challenge. The strong dependence of the numerical 

performance of thin to very thick plates on factors such as shear locking, the approximation 

of the displacement field, and the level of strain compatibility has resulted in the continued 

development and refinement of bending plate elements as an active area of research. 

The earliest attempts to formulate plate behavior with sufficient accuracy date back to the 

classical work of Reissner in 1945, who introduced the elastic equilibrium equations of 

bending plates under the assumption of zero transverse normal strain[1]. Subsequent studies, 

such as those of Popplewell and McDonald, focused on the development of triangular and 

rectangular elements, as well as their combinations, to improve boundary conditions and 

bending accuracy[2]. Higher-order theories were later advanced through Reddy’s third-order 

shear deformation theory, which became the foundation for many modern bending 

formulations[3]. 

Approaches based on free vibration of rectangular plates—such as the work of Leissa—

played a significant role in evaluating various boundary conditions and classical Ritz-based 

solution strategies[4]. More innovative techniques were later introduced, such as the 

Discrete Shear Gap (DSG) method for controlling shear locking and achieving accurate 

solutions for plates of irregular geometries, particularly triangular elements[5]. 

Concurrently, the development of triangular elements with incompatible shear deformation 

approximations and low-order polynomial formulations significantly enhanced convergence 

and numerical robustness[6]. Comparisons between different shear deformation theories—

including the classical Mindlin–Reissner and higher-order counterparts—such as those 

presented by Idlbi et al., demonstrated superior accuracy of these theories in many 

engineering applications compared to classical elastic solutions[7]. 

More recent advancements include isogeometric formulations for Mindlin–Reissner 

plates[8] and the development of triangular elements based on compatible strain fields for 

both static loading and free vibration, which effectively prevent shear locking[9]. Other 

efforts, such as the work of Lee and co-authors, have refined the formulation of thick plates 

to reconcile Mindlin solutions with Kirchhoff limits[10]. 

In the following years, the development of polygonal elements, the modification of strain 

relations based on Timoshenko beam theory, and extensive investigations aimed at 

preventing locking in irregular meshes—particularly in the works of Nguyen-Xuan—further 

expanded the theoretical landscape[11]. In the domain of multilayered and composite plates, 

bidirectional shear deformation theories of first- and second-order, introduced and evaluated 
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by Noor and Burton[12] among others, provided deeper insights into layered behavior. 

Additional progress includes highly accurate rectangular elements based on mixed field 

interpolation[13], high-order triangular shell elements with fast convergence[14], and 

improved quadrilateral formulations designed to avoid higher-mode contamination[15]. 

Similarly, studies on free vibration of laminated plates[16], reviews of shear deformation 

theories for multilayered panels[17], simplified first-order theories for bending and vibration 

analysis[18], and investigations of moderately thick plates incorporating transverse shear 

deformation[19] highlight the persistent demand for models with higher accuracy and 

computational efficiency. Other research directions—such as hybrid methods for Mindlin–

Reissner plates[20], wavelet-based analysis of thin plates[21], dynamic analysis of sandwich 

structures[22–23], novel theories for composite plates[24], and advanced formulations for 

sandwich plates[25]-underscore the critical importance of selecting appropriate shape 

functions and avoiding locking phenomena. 

Despite substantial progress in plate bending formulations, many existing elements still 

encounter significant limitations when subjected to shear locking, high thickness-to-span 

sensitivity, and reduced accuracy under concentrated loading. These challenges become 

even more pronounced in plates with variable thickness, irregular geometries, and complex 

boundary conditions, where many Mindlin–Reissner-based elements achieve acceptable 

convergence only on highly refined meshes. Consequently, the development of an efficient 

triangular element capable of accurately representing bending and shear deformation fields 

in thin, moderately thick, and thick plates—with a limited number of degrees of freedom—

remains a critical need in the finite-element literature. Motivated by this gap, the present 

study introduces the triangular ME30 element and evaluates its accuracy under concentrated 

loading, aiming to provide a stable and precise numerical tool for bending plate analysis. 

Method 

A higher-order ten-node triangular Mindlin–Reissner plate element (ME30) was developed 

to model bending and transverse-shear deformation. Each node carries three degrees of 

freedom-transverse displacement w, and rotations x  and
y . The displacement field is 

interpolated using isoparametric shape functions in the natural coordinate system (s,t): 
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The bending and shear strain components based on Mindlin–Reissner kinematics are 

expressed as: 

     

     

BB

SS

L N a

L N a





=

=
 (2) 

Where  a the vector of nodal degrees of freedom is,  N  contains the shape functions, and

 BL ,  SL  are the differential operator matrices. The transformation between global 

coordinates (x, y) and natural coordinates (s, t) is obtained through the Jacobian matrix J . 

The element stiffness matrix is computed by explicit double integration over the parent 

triangular domain: 

               
1 1 1 1

0 0 0 0

T T

e B S B B B S S SK K K B D B J dsdt B D B J dsdt= + = +   

 

        (3) 

Where BB  and SB  are the bending and shear strain–displacement matrices, and BD , SD  are 

the bending and shear constitutive matrices. A subdivision-based numerical integration 

scheme is employed to enhance accuracy for higher-order functions. Concentrated loads are 

included directly in the global load vector. For a point load (P) applied at degree of freedom 

(m), the corresponding entry (F) of the global force vector is set equal to (P). The global 

system of finite-element equilibrium equations then takes the standard form: 

    F K d=  (4) 

Where  K  is the assembled global stiffness matrix and  d is the vector of nodal 

displacements and rotations. The ME30 element is evaluated through benchmark analyses of 

simply supported and clamped steel and concrete plates and slabs under a concentrated load. 

Mesh densities ranging from 2 2  to 8 8  (and non-uniform meshes for rectangular slabs) 

were used. Central deflection and bending moments were compared with analytical and 

published numerical solutions to assess accuracy, convergence, and performance in 

modeling transverse-shear deformation. 

Results 

The numerical evaluation of the proposed ME30 triangular bending plate element 

demonstrates strong accuracy and robustness across thin, moderately thick, and very thick 

plates. Using a ten-node, 30-degree-of-freedom formulation within the Mindlin–Reissner 

theory, ME30 consistently reproduces both bending and transverse shear deformation fields. 

Under concentrated loading, the element shows excellent agreement with analytical 

reference solutions and established numerical formulations. 
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The computed deflection fields and bending moment distributions confirm that ME30 

successfully avoids shear-locking in thin-plate regimes, while maintaining accurate shear 

representation in thick plates. Convergence studies reveal stable and monotonic behavior 

across different mesh densities and geometries, with ME30 outperforming classical 

triangular plate elements. The results collectively verify that the proposed formulation 

provides a reliable and precise numerical tool for bending-plate analysis under concentrated 

loads. 

Conclusions 

This study presented ME30, a ten-node triangular bending plate element with 30 degrees of 

freedom that effectively captures bending and transverse-shear deformation within the 

Mindlin–Reissner framework. The numerical investigations—covering thin, medium-

thickness, and very thick plates under concentrated loading—demonstrate that ME30 offers 

high accuracy, stable convergence, and strong agreement with analytical reference solutions. 

By preventing shear locking in thin plates and accurately representing shear deformation in 

thick configurations, the proposed formulation overcomes limitations commonly observed in 

existing triangular elements. Its strong performance on various geometries and loading 

conditions highlights its potential as a robust and efficient computational tool for plate and 

slab analysis. Future work may extend the formulation to composite plates, dynamic 

loading, and shell applications using strain-compatible principles. 
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 نوع مقاله:   

 مقاله پژوهشی 
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01/09/1404 

 :  رش ی پذ  خ یتار 

30/09/1404 

 : انتشار   خ یتار 
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   ها: واژه کلید 

 ،  تابع شکل

 ،جزء مثلثی

 صفحه خمشی، 

 ،  تغییرشکل برشی

 بار متمرکز 
 

بنیادی   اتصفح از  تحلیل  اجزایترین  خمشی  در  استفاده  می به   هاسازهمورد  وجود    .روندشمار  با 

بازتولید دقیق رفتار خمشی و برشی آن پیشرفت  از چالش های گسترده،  های اساسی در  ها همچنان یکی 

هایی مانند  ضخیم به پدیدهخیلی  تحلیل عددی صفحات است. حساسیت بالای صفحات نازک، ضخیم و  

های مرتبط با  سبب شده است که پژوهش ،  شدگی برشی، انتخاب تابع شکل و سازگاری میدان کرنشقفل

در این پژوهش دقت و پایداری تابع شکل پیشنهادی برای جزء  .  توسعه اجزای خمشی تا امروز ادامه یابد

بر تئوری میندلیME30  صفحه خمشی مثلثی   بار   تحت  هایدال   و  صفحات  تحلیل  در  رایسنر،-ن، مبتنی 

درجه آزادی در هر گره بوده و قادر است    3گره و    10ای  دار   پیشنهادی  جزء .  است  شده  ارزیابی  متمرکز

های  صورت سازگار بازتولید کند. نتایج عددی برای صفحات فولادی نازک، دال های برشی را به تغییرشکل 

های تحلیلی مدل را با پاسخ این  های بسیار ضخیم، رفتار همگرا و سازگاری  بتنی با ضخامت متوسط و دال 

را     ME30 خیز و لنگر خمشی نیز کارایی تابع شکل   مقداردهد. ارزیابی  های معتبر نشان می بندی و فرمول 

ها حاکی از آن است که کند. یافتهدر بازنمایی رفتار خمشی صفحات با هندسه و ضخامت متنوع تأیید می

می پیشنهادی  بهمدل  بارهای  تواند  تحت  خمشی  صفحات  عددی  تحلیل  برای  اتکا  قابل  روشی  عنوان 

 .کار گرفته شودمتمرکز به 

 

آزاد  30  یمثلث  یخمش  یجزء صفحه  .(1404)  . محمود  ،عدالتی  ؛مظفری، احمد  :استناد  اثر تغ  یدرجه  سازی پیشرفته در  مجله مدل  . یبرش  رشکلییبا 
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 مقدمه   .1
خمش محور  یکیصفحات    یرفتار  مسائل  تحل  یاز  ها سازه  لیدر 

م توجه   قیدق  یعدد  یسازو مدل  شودیمحسوب  آن همواره مورد 

عل  است.  بوده  روش  رغمیپژوهشگران  المانتوسعه  و   ی هاها 

شب خمشهم  یسازهیگوناگون،  پاسخ  برش  یزمان  در   ی و  صفحات 

همراه است.   یدج یهایمختلف ضخامت همچنان با دشوار ی هابازه

عدد  دیشد  یوابستگ بس  یعملکرد  تا  نازک  به   میضخ  اریصفحات 

و   ییجابجا  دانیم  بیتقر  ینحوه   ،یبرش  یشدگقفل  رینظ  یعوامل

طراحکرنش  یسازگار  زانیم که  است  شده  موجب  بهبود   یها  و 

به  یخمش  ی هاالمان  پژوهش  کیعنوان  همچنان  فعال    ی باق   یحوزه 

بندی دقیق صفحات با کار ها برای ارائه فرمولنخستین تلاش  بماند. 

رایسنر  سال    1کلاسیک  تعادل   1945در  معادلات  که  شد  آغاز 

کرنش   فرض  با  خمشی  صفحات  با  کشسانی  در   را  صفرمساوی 

 [. 1راستای ضخامت ارائه کرد]

بر توسعه   3دونالد و مک  2ولپاپلدر ادامه، مطالعاتی چون تحقیقات  

ها برای بهبود شرایط مرزی و  مثلثی و مستطیلی و ترکیب آن اجزای

شدند متمرکز  خمشی  کار نظریه [.  2]دقت  با  نیز  بالاتر  مرتبه  های 

بر نظریه مرتبه سوم صفحات توسعه یافتند که پایه بسیاری از   4ردی

مبتنی  [.  3]شودهای خمشی جدید محسوب میری تئو رویکردهای 

نقش مهمی در    5صفحات مستطیلی، مانند کار لیسا بر ارتعاش آزاد  

روش و  مختلف  مرزی  شرایط  پایهارزیابی  ریتز های  مانند  ای 

روش [4]اندداشته  آن،  از  پس  نوآورانه .  شکاف های  روش  نظیر  تری 

قفل کنترل  برای  گسسته  صفحات  برشی  دقیق  تحلیل  و  شدگی 

نامنظم معرفی شد که توانایی بالایی در تحلیل صفحات مثلثی نشان 

هم5دادند] توسعه  [.  ناسازگار   اجزایزمان،  تقریب  با  مثلثی 

ای مرتبه پایین باعث های چندجمله بندیتغییرشکل برشی و فرمول

 [.  6]افزایش همگرایی و استحکام عددی شد

 رایسنر-6نمیندلی  تئوری  های مختلف برشی مبتنی برمقایسه تئوری 

نشان   و  7آیدلبی   مطالعات  مانند  بالا،  مرتبه  های تئوری   و همکاران، 

 
1 E. Reissner 
2 N. Popplewell 
3 D. McDonald 
4 J. N. Reddy 
5 A. W. Leissa 
6 Mindlin 
7 A. Idlbi 

حل از  مسائل  از  بسیاری  در  رویکردها  این  که  کشسانی  داد  های 

های های جدیدتر شامل روش[. پیشرفت7تر هستند]کلاسیک دقیق

میندلی صفحات  برای   اجزای  طراحی  و[  8]رایسنر-نایزوژئومتریک 

و   کرنش  میدان  پایه  بر  مثلثی استاتیک  بارگذاری  برای  سازگار 

به  که  است  آزاد  قفلارتعاش  از  مؤثر  جلوگیری طور  شدگی 

[. همچنین اصلاح روابط صفحات ضخیم، همانند پژوهش  9کنند]می

های کرشهف حلو همکاران، امکان تطبیق نتایج میندلین با راه  8لی

ساخت فراهم  سال  [.10]را  توسعه  در  بعد،  چندضلعی،    اجزایهای 

ب کرنشی  روابط  تیموشنکواصلاح  تیر  تئوری  از  استفاده  تلاش   ا  و 

قفل  از  جلوگیری  توسط برای  نامنظم  صفحات  تحلیل  در  شدگی 

 [. 11]گسترش یافت 9ژوان نگوین

نظریه  نیز  کامپوزیت  و  چندلایه  حوزه صفحات  بر در  دوجهتی  های 

[  12]11و بورتن   10پایه تغییرشکل برشی مرتبه اول و دوم توسط نور

شد ارزیابی  و  معرفی  پژوهشگران  دیگر  استو  اجزای .  ه  ارائه 

مختلط میدان  توابع  بر  مبتنی  دقیق  طراحی   [، 13]مستطیلی 

درجاتپوسته  با  مثلثی  سریع]  های  همگرایی  و  بالا  و   [14آزادی 

اصلاح چهارضلعی  عناصر  اختلاط توسعه  از  جلوگیری  برای  شده 

بالا مرتبه  تکامل   [15]مودهای  مسیر  از  خمشی    اجرایبخشی 

 .اندبوده

های [، مرور تئوری 16ای]همچنین، تحلیل ارتعاش آزاد صفحات لایه

چندلایه صفحات  برای  برشی  تئوری [17]تغییرشکل  توسعه  های ، 

برای تساده اول  ارتعاش و خمش]شده مرتبه  و تجزیه و    [ 18حلیل 

نسبتاً   صفحات  عرضی]تحلیل  برش  درنظرگیری  با   [19ضخیم 

هایی با دقت بالا و کارایی محاسباتی دهنده نیاز مداوم به مدلنشان

پژوهش روشاست.  مانند  دیگر  صفحات های  برای  ترکیبی  های 

نازک]  برای  موجک  روش[  20]رایسنر-میندلین [،  21صفحات 

ساندویچی] صفحات  دینامیکی    جدید   هایتئوری   ،[22–23تحلیل 

کامپوزیت] صفحات  پیشرفته24برای  و  تحلیل[  برای ترین  ها 

ساندویچی و  [25]صفحات  مناسب  شکل  تابع  انتخاب  اهمیت  نیز 

 د. اندگی را بیش از پیش تقویت کردهشجلوگیری از قفل

 

 
8 K. H. Lee 
9 H. Nguyen-Xuan 
10 A. K. Noor 
11 W.S. Burton 
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پ  وجود  فرمول  یهاشرفتیبا  در  توجه  صفحه   یاجزا   یبندقابل 

مثلث   یاریبس  ،یخمش عناصر  با    یاز  مواجهه  در  همچنان  موجود 

کاهش   تیحساس  ، یبرش  ی شدگقفل و  طول  بر  ضخامت  نسبت  به 

رو هستند و اغلب تنها  روبه  تیمتمرکز با محدود  یدقت تحت بارها

شبکه  قابل    زیر  اریبس  یهایبنددر  ا  قبولعملکرد  در   نی دارند. 

مثلث جزء  مبتن  ی معرف  ME30  ی پژوهش،  که  است    ک یبر    یشده 

جد شکل  کل  یتابع   باشد؛ یم   د یتابع  چارچوب  از  اگرچه   یکه 

الهام گرفته شده، اما با اصلاح    یگرهمثلث ده  یبرا  یمکعب  یابیدرون

 از  برش،–و نحوه کوپل خمش یبرش یهادانیم یی هدفمند در بازنما 

 یجزئ رییتغ کیو صرفاً  شودیم زی متما  کیکلاس یمکعب لشک توابع

و    د ی جد  یبندفرمول  نیدر ا  ME30  یاصل  زی. تما گرددیمحسوب نم

بازنما   ییتوانا در  خمش  یی آن  رفتار  تغ  یهمزمان   ی هارشکلییو 

تئور  یبرش چارچوب  به  سنررای–نی ندلیم  یدر  است؛   یاگونهنهفته 

به بس  یکمتر   تیحساس  ک،یلاسک  یاز عناصر مثلث  یاریکه نسبت 

ضخامت،   یهااز نسبت   یترعیشبکه داشته و در بازه وس  یزبندیبه ر

 . دهد یارائه م یقابل قبول ی عدد یداریدقت و پا 

 . تئوری صفحات ضخیم 2

( 1به صورت رابطه)تابع شکل ایزوپارامتریک  در این پژوهش از  

ا مثلثی  خمشی  صفحه  جزء  است  ستفادهبرای  از   همچنین  .شده 

مختصات   معرفی  برای  مذکور  نقطه    y  و   xعبارت  جزء   ازیک 

خمشی   مینیز  صفحه  مثلثی استفاده  خمشی  صفحه  جزء     شود. 

بوده و هر گره دارای    10دارای   جایی در درجه آزادی )جابه  3گره 

محور   حول  دوران  صفحه،  ضخامت  محور    xامتداد  حول  (  yو 

 باشد. می

 

(1) 
2 2

1 2 3 4 5 6

3 2 2 3

7 8 9 10

w a a s a t a s a st a t

a s a s t a st a t

= + + + + +

+ + + +
 

 

گره مختصات  ایزوپارامتریک،  شکل  توابع  محاسبه  جزء برای  های 

دکارتی   سیستم  از  را  خمشی  سیستم به    الف(-1شکل  در  صفحه 

کرده و پس از حل دستگاه معادلات   نگاشت(  ب-1شکل  طبیعی در  

و    10همزمان   زیر    10معادله  صورت  به  شکل  توابع  به مجهول، 

 د: آینمی دست

(2) 

2

2 3 2

2 3

1 9

18 9 (9 / 2) (27 / 2)

(27 / 2) (9 / 2)

1 (11 / 2) (11 / 2)N t s

st t s s t

t

s

t s

+

+ + −

−

− −

−

=

−

 

 

(3) 

2

3 2 2

9 (45 / 2) (45 / 2)

(27 / 2) 27 (27 / 2)

2 ;

9 ;

iN m m mn

m m n mn

i m s n t

i m t n s

= − −

+ + +

=  = = 
 
=  = = 

 

 

(4) 

 

2

3 2

(9 / 2) 18

(9 / 2) (27 / 2) (27 / 2)

3 ;

8 ;

iN m m

mn m m n

i m s n t

i m t n s

= − +

− −

=  = = 
 
=  =

+

= 

 

  

(5) 

2 3(9 / 2) (9 / 2)

4 ;

7 ;

iN m m m

i m s n t

i m t n s

= − + +

=  = = 
 
=  = =   

 

(6 ) 

2(9 / 2) (27 / 2)

5 ;

6 ;

iN mn m n

i m s n t

i m t n s

= − +

=  = = 
 
=  = =   

 

(7) 2 2

10 27 27 27N st s t st= − −  
 

 

ارائه  ( معادل توابع شکل مکعبی 7( تا )2شده در روابط)توابع شکل 

دهارد  استاند مثلثی  المان  کلی  برای  ساختار  اگرچه  نیستند.  گرهی 

 بندییابی مرتبه سوم الهام گرفته شده است، در فرمولها از درونآن 

ME30    بهمیدان برشی  تئوری های  با  سازگار  و  مستقل  صورت 

  برشی   کرنش   ماتریس  آن،   تبعبه  و  شده   یابی درون  رایسنر–میندلین

 هدفمند   اصلاح  این.  گردد می  بازتعریف  برش–خمش  کوپل  نحوه  و

 برشی  سختی  سوم،  مرتبه  ایچندجمله  بودنکامل  حفظ  ضمن

 .دهدمی کاهش  را کلاسیک مکعبی توابع در شدهمشاهده مصنوعی
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خمشی    ی مثلث   جزء (  ب   دکارتی   مختصات   درخمشی    ی مثلث   جزء (  الف  . 1شکل  

ی ع ی طب   مختصات   در  

از ها را میجابجایی عرضی و دوران توان به طور مستقل با استفاده 

 یابی کرد: درون به صورت زیر توابع شکل فوق 

 

(8) 

10

1

10

1

10

1

( , )

( , )

( , )

i i

i

x i xi

i

y i yi

i

w N s t w

N s t

N s t

 

 

=

=

=

=

=

=







 

 

بالا  روابط  بالای    10عدد    در  کران  گرهسیگما  در  جزء هاتعداد  ی 

می  گرهی   10مثلثی   نشان  حسب را  بر  صفحه  انحناهای  دهد. 

 شوند: مجهولات گرهی به صورت زیر تعریف می

 
(9) 

 

     BB
L N a =  

(10)      SS
L N a =  

 

های ماتریسعملگرهای  که   BL    و SL   بیان زیر  روابط  توسط 

 شوند: می

 

(11)  
0 1

1 0

S

y
L

x

 
− 
 =

 
−   

  

(12)  

0 0

0 0

0

B

x

L
y

y x

 
 

 
 

=  


 
  
 

    
 

 شود:[ به صورت زیر ارائه میN]و ماتریس توابع شکل

 

(13)  
10

1

0 0

0 0

0 0

i

i

i

i

N

N N

N
=

  
  

=   
    

  

 

 شود: رابطه زیر بیان می نیز با بردار مجهولات گرهی 

 

(14)   ( )
10

1

T

i xi yi

i

a w  
=

 =    

 

راست   اول سمت  ماتریس  دو  به   (10)  و  (9)  روابطحاصلضرب  که 

ماتریس میترتیب  نامیده  برشی  و  خمشی  کرنش  را های  شوند 

 کرد:   ارائهزیر  یهرابطدو  اتوان بمی

 

(15)  
10

1

0 0

0 0

0

i

i
B

i

i i

N

x

N
B

y

N N

y x

=

  
  

  
  

=   
  

   
  

   


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(16 )  
10

1

0

0

i
i

S

i i
i

N
N

y
B

N
N

x

=

   
−  

  =
  
−    

  

 

متغیرهای   مشتق  اساس  بر  فوق  روابط  توابع   yو    xچون  و  بوده 

بعد   بدون  متغیرهای  اساس  بر  است،   tو    sشکل  شده  محاسبه 

به    yو    x  دکارتیاز ماتریس ژاکوبین برای تبدیل مختصات    بنابراین

طبیعی   زیر    tو    sمختصات  طور  ریاضی  به  دلخواه  تابع  هر  برای 

 شود. استفاده می

 

(17)  
1

; ( 1,2,3,...)

f N

x s
J i

f N

y t

−

   
      

= =   
    

       
 

 مساوی است با:  [J]ماتریس  که در آن

(18)  

x y

s s
J

x y

t t

  
  

=  
  
   

 

 

به متغیرهای   yو    x، تمامی متغیرهای  اخیر  یرابطهدو  با استفاده از  

s    وt  هستند تبدیل  را    بنابراین  .قابل  سختی  با توان  میماتریس 

به  برش  و  خمش  حالت  دو  برای  ژاکوبین،  ماتریس  گرفتن  مدنظر 

 صورت زیر نوشت.

(19) 

     

    

    

1 1

0 0

1 1

0 0

e B S

T

B B B

T

S S S

K K K

B D B J dsdt

B D B J dsdt

= +

=

+

 

 

 

 

در رابطه بالا   eK   هر جزء  ماتریس سختی کل  ، BK    ماتریس

و  یک جزء سختی خمشی BK است.  آن ماتریس سختی برشی 

در ، بارهای وارد بر سازه را  سازه  پس از محاسبه ماتریس سختی کل

سازه  معادله بر  حاکم  و  ی  کرده  مرزی، اعمال  شرایط  اعمال  با 

 ها از رابطه زیر قابل محاسبه است.جایی گرهجابه

 
(20)      F K d=   
 

فوق   رابطه  ماتریس    Fدر  و  نیرو  بردار  بردار   dبیانگر  بیانگر 

دوران جاییجابه و  صفحهها  خمشیهای  بارگذاری   ی  برای  است. 

 شود:متمرکز از رابطه زیر استفاده می

(21) ( ),1F m P=  

درجه آزادی موردنظر است که   mمقدار بار وارده و    Pرابطه  این  در  

 شود. بار متمرکز به آن وارد می

به سختی  ماتریس  متغیرهای  چون  دارای  آمده  است،   tو    sدست 

بازه   در  باید  متغیرها  این  ،  1]بنابراین  عددی   [0+  صورت  به 

 . محاسبه گرددماتریس سختی   تاگیری شوند انتگرال 

 روش عددی برای محاسبه انتگرال دوگانه .  3

شبکه ابعاد  ایزوپارامتریک  روش  در  صفحه چون  جزء  بندی 

شود، بنابراین باید  محدود می  +1و    صفرخمشی مثلثی در بین نقاط  

م دو  برای  سختی  بازه    tو    s  یختصهماتریس  + 1و    صفردر 

عددی انتگرال  روش  از  دوگانه  انتگرال  این  حل  برای  شود.  گیری 

انتگرال روش  است.  شده  با استفاده  شده  انتخاب  عددی  گیری 

های ناحیه خارجی استفاده از متغیرهای ساده به عنوان توابع، مثلث 

انتگرال مجموعه مساحت  به  را  مثلثگیری  از  تبدیل ای  مشابه  های 

شود  گیری پوشانده میانتگرال   ناحیهشبکه متغیر روی  کند. یک  می

ابتدایی   احجام  شدن  مشابه  باعث  متغیر  شبکه  این  از  استفاده  که 

خطای [26]  شودمی محاسبه  متغیر،  حدود  با  دوگانه  انتگرال  در   .

روش  از  استفاده  با  حدود  محاسباتی  نیست.  ممکن  کلاسیک  های 

 متغیر انتگرال مطابق رابطه زیر است:

 

(22) 
( ) ( )

( )( )1 2

0 0

, ,

g g

I f d d

 

     



   =  
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مقادیر    و    مستقل متغیرهای  از  بازهتوابعی  شامل  که  اند 

 )0,  توابع  می که  است  این  بر  فرض  )شوند.  ), ,f     ،

( )1g     و( )2g      توابع هستند.  دارا  را  لازم  شرایط  تمامی 

( )1g     و( )2g    تعریف نواحی  در  تا  باید  باشند  پیوسته  شان 

تبدیل  از  استفاده  با  سپس  کرد.  محاسبه  را  توابع  معکوس  بتوان 

( )1g s =  ،( )2g t  )و    = ) ijI k توان رابطه فوق را  می  =

زیر   به صورتی خمشی،  برای محاسبه ماتریس سختی جزء صفحه 

 بیان کرد: 

(23) ( )
0 0

,

s t

ijk f s t J dsdt=    

)درایه ماتریس سختی،    ijkدر رابطه فوق   ),f s t    تابع مربوط به

انتگرال   یدرایه  از  قبل  سختی  پارامترهای  ماتریس  و   tو    sگیری 

بازه   در  که  هستند  طبیعی  سیستم  و  محورهای   تغییر +  1صفر 

 کنند. می

 های عددی . حل مثال 4

خمشی  صفحه  جزء  برای  پیشنهادی  تابع  دقت  بخش  این  در 

( میندلینME30مثلثی  تئوری  با  است.  -(  شده  ارائه  دقت رایسنر 

مثال با انواع   4توسط حل  و سپس  نخست با آزمون وصله  این تابع  

صفحات   جملهمختلف  دال  از  مربعی،  بتنی  دال  فولادی،  صفحه   :

بارگذاری  شرایط  تحت  ضخیم  خیلی  بتنی  دال  و  مستطیلی  بتنی 

گرفته  قرار  مطالعه  مورد  گیردار  و  ساده  اتکایی  شرایط  و  متمرکز 

و    6×6،  4×4،  2×2  بندیها از اصطلاح شبکه است. در حل این مثال 

نام  8×8 نوع  این  هرچند  است،  شده  استفاده  صفحات  گذاری برای 

شبکه  بخاطر برای  اما  نیست،  مرسوم  چندان  مثلثی  اجزای  بندی 

نام از  مثلثی  اجزای  تعداد  دادن  نشان  در  نوع سهولت  این  گذاری 

است که در  شبکه  استفاده شده  به طور 2شکل  بندی  این مفهوم   )

 واضح بیان شده است.  

 
 2×2   بندی جزء صفحه خمشی مثلثی گذاری شبکه نام   . 2شکل  

 

 

 (Patch Test)وصله    آزمون   . 1-4

فرمولبه صحت  و  سینماتیکی  سازگاری  بررسی  بندی  منظور 

پیشنهادی این   وصله  آزمول ،  (3)شکل  جزء  در  است.  شده  انجام 

با شبکه و  آزمون، یک صفحه  نامنظم شامل چهار گره مرزی  بندی 

جای اعمال بار خارجی، یک یک گره داخلی در نظر گرفته شده و به

 شود. های مرزی تحمیل میم به گرهمیدان تحلیلی از پیش معلو

 

 

 ( Patch Test)  وصله برای آزمون  خمشی  بندی صفحه  شبکه .  3شکل  

یک  دقیق  بازتولید  در  المان  توانایی  ارزیابی  آزمون،  این  از  هدف 

در   .میدان خمش ثابت و بررسی صحت مونتاژ ماتریس سختی است

با برابر  صفحه  ضخامت  حاضر،  0.01h  آزمون  مدول    ،=

710E  الاستیسیته پواسون   = 0.3vو ضریب  نظر گرفته     = در 

تحمیل تحلیلی  میدان  است.  گرهشده  به  بهشده  مرزی  صورت های 

 :[27] شودزیر تعریف می

(24) 
( )

( )

( ) ( )

2 2,

, 2

, 2

x
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w x y x xy y
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x y x y


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های خطی بوده این میدان شامل جابجایی خمشی درجه دو و دوران

شود. مقادیر و منجر به کرنش و لنگر خمشی ثابت در کل دامنه می

مختصات با  داخلی  گره  در  )  تحلیلی  , ) (0.5,0.7)x y در    =

 آمده است: (1)جدول

 ی خمشی پیشنهادی  صفحه نتایج آزمون وصله برای جزء .  1جدول  

 5در گره  ها  و دوران جابجایی   جزء پیشنهادی  

w x 
y 

ME30 090/1 90/1 70/1- 
 -70/1 90/1 090/1 [ 27]حل دقیق

می نشان  عددی  بازتولید  نتایج  به  قادر  پیشنهادی  المان  که  دهد 

دقیق مقادیر تحلیلی در گره داخلی بوده که بیانگر سازگاری میدان 

همچنین،  است.  سختی  ماتریس  مونتاژ  صحت  و  تغییرشکل 

المان اتصال  ناحیه  در  نتایج  سازگار همخوانی  بازسازی  از  حاکی  ها 

های مجاور و عدم بروز ناپیوستگی  میدان کرنش برشی در مرز المان

است.  بین آزمون  المانی  از  موفق  می  وصلهعبور  که تأیید  کند 

از نظر سینماتیکی معتبر بوده و بازسازی کرنش فرمول المان  بندی 

شود، ، که در بخش مربوطه تشریح میDSG برشی مبتنی بر روش

بالا حفظ  آزادی  را حتی در حضور درجات  سازگاری میدان کرنش 

تنهایی معیاری بهتست وصله  نماید. لازم به ذکر است که آزمون  می

قفل ارزیابی  بهبرای  پدیده  این  و  نبوده  برشی  مستقل شدگی  طور 

 .بررسی شده است

 های ساده گاه ی فولادی تحت بار متمرکز با تکیه تحلیل صفحه .  2-4

یک صفحه  تحلیل  و  بررسی  به  مثال  این  مربعی  در  فولادی  ی 

فولاد   36ASTM)نوع  A−  ابعاد با   )1000a mm= ضریب  ،

52کشسانی   10E MPa=     0.3و ضریب پواسون ، تحت =

متمرکز  610Pبار  N= می  − در  پرداخته  ضخامت  مقادیر  شود. 

نسبتاً  صفحات  تا  نازک  صفحات  از  که  بوده  متفاوت  تحلیل  این 

می شامل  را  محاسبه ضخیم  برای شود.  عددی  حل  نتایج  ی 

های ساده در گاهجایی صفحه فولادی تحت بار متمرکز و تکیهجابه

 است.   آمده( جدول )

 

 

های ساده برای  گاه ی فولادی تحت بار متمرکز و تکیه تحلیل صفحه .  2جدول  

maxی آن  چهار لبه 

2

W

Pa D

 
 
 

 

h a h/a 2×2  4×4  6 ×6  8×8  

1 1000 001 /0  62400 /0  71400 /0  57800 /0  94700 /0  

-46/ %17   [ 28]     درصد اختلاف   41% /38-  62% /24-  32% /18-  

[ 29درصد اختلاف ]   45% /54-  88% /47-  13% /36-  87% /30-  

5 1000 005 /0  67200 /0  74000 /0  90500 /0  98400 /0  

[ 28]     درصد اختلاف   02% /42-  18% /36-  96% /21-  17% /15-  

[ 29درصد اختلاف ]   94% /50-  98% /45-  94% /33-  17% /28-  

10 1000 01 /0  69800 /0  78700 /0  91800 /0  10030 /0  

[ 28]     درصد اختلاف   81% /39-  18% /32-  86% /20-  46% /13-  

[ 29درصد اختلاف ]   05% /49-  55% /42-  98% /32-  78% /26-  

50 1000 05 /0  72700 /0  93300 /0  99600 /0  1030 /0  

[ 28]     درصد اختلاف   28% /37-  58% /19-  12% /14-  04% /11-  

[ 29] درصد اختلاف    93% /46-  89% /31-  29% /27-  81% /24-  

100 1000 1 /0  00764 /0  00991 /0  0102 /0  01064 /0  

[ 28]     درصد اختلاف   10% /34-  55% /14-  47% /11-  22% /8-  

[ 29درصد اختلاف ]   23% /44-  66% /27-  55% /25-  34% /22-  

حل دقیق )بدون اثر  

[ 28تغییرشکل برشی( ]   
01160 /0  

 حل عددی )با اثر

[ 29تغییرشکل برشی( ]   
0137 /0  

 

بعد صورت بیجایی مرکز صفحه خمشی بهها، جابهدر تمامی تحلیل

بارگذاری برای  نتایج  مقایسه  امکان  تا  است  شده  ابعاد  ارائه  و  ها 

( رفتار خمشی صفحه فولادی با 1مختلف فراهم شود. نتایج جدول) 

بعد گاه ساده تحت بار متمرکز را نشان داده و وابستگی خیز بیتکیه 

در   .کندبه نسبت ضخامت صفحه و ریزبندی شبکه را مشخص می

به نازک،  شبکهصفحات  در  توجهی ویژه  قابل  اختلاف  درشت،  های 
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می مشاهده  تحلیلی  مقدار  و  عددی  حل  بیانگر بین  که  شود 

سازی و اثرات برشی است؛  این صفحات به گسسته حساسیت بالای  

در این حالت، افزایش ریزبندی شبکه نقش اصلی در بهبود دقت و 

با افزایش ضخامت صفحه، پاسخ عددی پایدارتر شده   .همگرایی دارد

یابد؛ طور یکنواخت کاهش میها بهو اختلاف نتایج در تمامی شبکه

 38% از و  2×2 شبکه در 34به % 52% ای که اختلاف از حدودگونه به

 و   دقت  دهنده نشان  روند  این.  یابدمی  کاهش  8×8  شبکه  در  8%به  

 .است ترضخیم صفحات در عددی  مدل بیشتر پایداری

جدول نتایج  مجموع،  می  بالا   در  میندلیننشان  تئوری  که  –دهد 

بیشترین دقت را ارائه    h/aبه  نزدیک  ضخامت  هاینسبت   در  رایسنر

پیشمی توان  و  منظم  همگرایی  از  حاضر  عددی  مدل  و  بینی دهد 

به با ضخامت متوسط و مناسبی برخوردار است،  برای صفحات  ویژه 

متر برای لیمی 100جایی صفحه فولادی با ضخامت توزیع جابه .زیاد

در    8×8شبکه   الگوی 4  شکل )که  از  انحراف  است،  شده  ارائه   )

دهد که ناشی از نقش قابل توجه شکل کلاسیک را نشان میسهمی

–های برشی در صفحات ضخیم بوده و با تئوری میندلینتغییرشکل 

 .است سازگار رایسنر

 

 
 ساده  ی ها گاه ه ی تک   با  متمرکز   بار  تحت  ی فولاد   ی صفحه   ییجا جابه   . 4شکل  

محورهای   حول  دوران  ترتیب     yو     xنتایج  و  5شکل  )در  به   )

گاهی ساده، دوران ارائه شده است. بر اساس شرایط تکیه (  6شکل  )

   yو     xها مقدار غیرصفر دارد و الگوی دوران در راستاهای  در لبه 

میبه ظاهر  متقارن  و  متناظر  مربع طور  از  ناشی  تقارن  این  شود. 

همچنین  است.  مرکزی  بارگذاری  متقارن  ماهیت  و  صفحه  بودن 

جابه و  رادیان  حسب  بر  دوران  میلیجاییمقادیر  حسب  بر  متر ها 

دهد که مدل عددی گزارش شده است. رفتار کلی نمودارها نشان می

صفحه  الگوی خمش  و  مرزی  شرایط  است  با توانسته  را  فولادی  ی 

 .کند ارائهدقت مناسب 

 

 
  های گاه تکیه با    متمرکز   بار  تحت  x  محور  حول  ی فولادی صفحه  دوران .  5شکل  

 ده سا 

 
  یها گاه ه ی تک   با   متمرکز   بار   تحت   y محور   حول   یفولاد  ی صفحه  دوران .  6شکل  

 ساده 

متر در میلی  100ی فولادی با ضخامت  همگرایی تحلیل خیز صفحه 

گونه که ارائه شده است. همان  (7شکل  )های مختلف در  بندیشبکه 

شبکمشاهده می اختلاف    2×2یعنی    ترهای درشتهشود،  بیشترین 

صورت را با حل تحلیلی دارند و با اصلاح تدریجی شبکه، اختلاف به

یابد. این روند بیانگر آن است که افزایش تعداد  یکنواخت کاهش می

دقیق بازنمایی  موجب  برشی تقسیمات  و  خمشی  سختی  توزیع  تر 

 .سازدتر مینزدیکحل تحلیلی عددی را به  حلشده و 



 

 

 

4140، 2، شماره 2، دوره پیشرفته در مهندسی عمران سازیلدم  

 

197 

 
  با   متمرکز  بار   تحت  ی فولاد  ی صفحه  مرکز   ییجا جابه   یی همگرا.  7شکل  

 ساده   یها گاه ه ی تک 

 در  8%  حدود  به  2×2  شبکه  در  34%کاهش درصد اختلاف از حدود  

 عددی  روش  اعتماد  قابل  و  پایدار  همگرایی   دهندهنشان   8×8  شبکه

 مدل  حساسیت  ضخیم،  صفحات  در  که  کند می  تأیید  روند  این.  است

بهان  به  نسبت شبکه  با دازه  و  بوده  نازک  صفحات  از  کمتر  مراتب 

بازتولید  بالاتری  دقت  با  خمش  واقعی  رفتار  ریزبندی،  افزایش 

( علاوه بر پایداری حل 6شکل  )شده در  رو، نتایج ارائهشود. ازاینمی

می نشان  نیز  را  تحلیلی  حل  با  آن  مناسب  سازگاری   .دهد عددی، 

جایی صفحه فولادی تحت بار متمرکز را برای ( الگوی جابه8شکل  )

دهد. بیشترین اختلاف مربوط به های مختلف نمایش میبندیشبکه 

به  2×2شبکه   عددی  نتایج  تقسیمات،  تعداد  افزایش  با  و  طور بوده 

بهیکنواخت به سمت حل تحلیلی همگرا می که شبکه طوری شوند؛ 

می  8×8 ارائه  را  انطباق  نقش بیشترین  بیانگر  رفتار  این  دهد. 

کننده ریزبندی شبکه در افزایش دقت و تأییدکننده پایداری تعیین

 .مدل عددی مورد استفاده است

 
  و   ساده ی ها گاه ه ی تک   با  متمرکز   بار  تحت  ی فولاد   ی صفحه   ییجا جابه .  8شکل  

 مختلف   ی ها ی بند شبکه 

 DSGش شدگی برشی با رو کاهش قفل .3-4

شناخته قفل مشکلات  از  یکی  برشی  تحلیل شدگی  در  شده 

است که منجر  Mindlin–Reissner صفحات نازک مبتنی بر تئوری

جابجایی غیرواقعی  کاهش  و  مصنوعی  سفتی  نسبتبه  در  های ها 

منظور کاهش این پدیده، در این پژوهش از شود. بهمی  h/aکوچک  

است   Discrete Shear Gap (DSG)روش   شده  در   .استفاده 

کرنشفرمول استاندارد،  بهبندی  برشی  تعریف   صورتهای  زیر 

 شوند: می

(25) xz x

yz y

w

x

w

y

 

 


= +




= +



 

این کرنشDSG  در روش به،  مشتقات ها  از  مستقیم  محاسبه  جای 

اختلاف جابجایی از  و  برشی  اساس مفهوم شکاف  بر  و جابجایی،  ها 

میدوران  بازسازی  المان  اضلاع  امتداد  در  فرمولها  در  بندی شوند. 

اصلاح مؤلفه  DSG حاضر،  روی  بر  اعمال صرفاً  برشی  کرنش  های 

 .شده و بخش خمشی ماتریس سختی بدون تغییر باقی مانده است

بررسی شده است. حل دقیق ثال قبلی  مبرای ارزیابی اثر این روش،  

برشی  تغییرشکل  اثر  0.01160w  بدون  می  = ارائه  نتایج را    دهد. 

 ( نشان داده شده است:3این روش در )جدول 

 ( h/a=0.001بر قفل شدگی برشی )  DSGاثر روش   . 2جدول  

روش استفاده  

 شده 

حل دقیق   بندی شبکه 

[28 ] 

حل  

   عددی 

 خطای نسبی 

بدون اثر  
DSG 

8×8 

01160 /0 

00708 /0 
%93 /38- 

 -DSG 8×8 00947 /0 %32 /18با اثر 

 

 های گیردار گاه تحلیل دال بتنی مربعی تحت بار متمرکز با تکیه   . 4-4

مقاومت   با  مربعی  بتنی  دال  تحلیل  و  بررسی  به  مثال  این  در 

با  بتنی  مشخصه فشاری   35cf  برابر  MPa ابعاد  =  ،

1000a mm=  کشسانی ضریب   ،328 10E MPa=     و

پواسون 0.2  ضریب  متمرکز    = بار  610Pتحت  N= − 
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محاسبه پرداخته می جابهشود.  برای  عددی  نتایج حل  دال  ی  جایی 

 ( ارائه شده است.3جدول  بتنی ذکر شده در بالا در )

 
های گیردار  گاه تحلیل دال بتنی تحت بار متمرکز با تکیه   . 3جدول  

max

2

W

Pa D

 
 
 

 

ف 
h a h/a 2×2 ردی  4×4  6×6  8×8  

1 

80 1000 08 /0  86002 /0  56004 /0  86004 /0  50800 /0  

[28]  درصد اختلاف  92% /48-  57% /18-  21% /13-  28% /9-  

[29درصد اختلاف ]   79% /63-  27% /42-  48% /38-  69% /35-  

2 

100 1000 1 /0  00306 /0  00483 /0  00508 /0  00537 /0  

[28] درصد اختلاف  35% /45-  59% /13-  14% /9-  03% /4-  

29] درصد اختلاف  ] 26% /61-  86% /38-  69% /35-  02% /32-  

3 

120 1000 12 /0  00365 /0  00536 /0  00556 /0  0059 /0  

[28]  درصد اختلاف  77% /34-  25% /4-  27% /3-  95% /5  

[29درصد اختلاف ]   79% /53-  15% /32-  62% /29-  31% /25-  

4 

150 1000 15 /0  00452 /0  00621 /0  00638 /0  00681 /0  

[28] درصد اختلاف  26% /19-  03% /11  06% /14  68% /21  

29] درصد اختلاف  ] 78% /42-  39% /21-  24% /19-  79% /13-  

0/ 0056 [ 28] حل دقیق )بدون اثر تغییرشکل برشی(  

0/ 0079 [ 29] )با اثر تغییرشکل برشی(    عددی حل    

( رفتار خمش دال بتنی گیردار تحت بار متمرکز را 4جدول  )نتایج  

ضخامت  شبکهبرای  و  میبندیها  نشان  مختلف  در های  دهد. 

عنوان صفحه نازک، اختلاف حل عددی و متر، بهمیلی  80ضخامت  

های درشت قابل توجه است و با افزایش ریزبندی تحلیلی در شبکه 

میبه کاهش  منظم  صفحات طور  بالای  حساسیت  بیانگر  که  یابد 

گسسته  به  استنازک  برشی  اثرات  و  به   .سازی  ضخامت  افزایش  با 

ها کاهش یافته متر، اختلاف نتایج در تمامی شبکهمیلی  120و  100

نزدیک مرجع  حل  به  عددی  پاسخ  میو  نشانتر  که  دهنده شود 

میندلین تئوری  مناسب  کارایی  و  خمشی  سختی   رایسنر –افزایش 

 به   تحلیلی   حل  به  نسبت  عددی  مقادیر  برخی  بودن  تربزرگ.  است

 های تغییرشکل  لحاظ  عدم   و  کلاسیک  تحلیلی  حل  هایمحدودیت

ضخامت    .گرددبازمی  برشی تغییرات میلی  150در  اگرچه  متر، 

دهد که با اختلاف یکنواختی کمتری دارد، روند کلی نتایج نشان می

شبکه در  خطا  ضخامت،  در  افزایش  و  یافته  کاهش  درشت  های 

کنترلشبکه  ریز  میهای  باقی  )شده  جدول  مجموع،  در  ( 2ماند. 

میندلین  تئوری  بر  مبتنی  عددی  روش  مناسب  دقت  و  –پایداری 

تأیید بت  هایدال  خمش  رفتار   بازتولید  در  را  رایسنر گیردار  نی 

 x  ها حول محوردوران   و  ز دال بتنیجایی مرکمقادیر جابه  .کندمی

ترتیب  میلی  100برای ضخامت    yو   به  )9  شکل)  در متر،   شکل (، 

 است.آمده  ( 11شکل ( و )10

 
 ردار ی گ   یها گاه ه ی تک   با   متمرکز  بار   تحت  ی بتن   دال   ییجا جابه .  9 شکل

دهد که بیشترین تغییرمکان در مرکز دال رخ نشان می  فوق نمودار  

را  بار  تمرکز  بازنمایی  صحت  مشخص،  گودی  یک  تشکیل  و  داده 

ی کند. توزیع خیز با مرزهای گیردار سازگار است و دامنه تأیید می

   .دهدرا بازتاب می یهای بتنها رفتار کلاسیک دالتغییرمکان
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 ردار ی گ  ی ها گاه ه ی تک   با   متمرکز   بار   تحت   x محور   حول  ی بتن   دال   دوران . 10 شکل

 

 
 ردار ی گ  ی ها گاه ه ی تک   با   متمرکز   بار   حت ت   y محور   حول   ی بتن   دال  دوران   . 11شکل  

 

ها ، مقدار دوران در لبهyو    x  هایدوران حول محور  هایدر نمودار

را  گیردار  مرزی  شرایط  با  کامل  تطابق  موضوع  این  که  است  صفر 

دهد. تقارن هندسی دوران نیز ناشی از بارگذاری مرکزی و نشان می

مقدار دوران در  بیشترین  است.  دال  بودن سختی خمشی  یکدست 

به ناحیه مرکز  از  گرفتن  فاصله  با  و  شده  مشاهده  مرکزی  طور ی 

پیشیکنواخت کاهش می با  الگویی که  تئوری کاملاً بینییابد؛  های 

بازتولید توزیع ای  .منطبق است ن نتایج بیانگر دقت مدل عددی در 

دال در  دوران  و  میتغییرمکان  نشان  و  بوده  گیردار  که های  دهد 

کاربردهای  برای  کافی  اعتبار  و  پایداری  از  شده  انجام  تحلیل 

جایی مرکز دال ( همگرایی جابه12شکل  )  .مهندسی برخوردار است

متر میلی  100گاه گیردار با ضخامت بتنی را تحت بار متمرکز و تکیه

   دهد. نشان می

 
  یها گاه ه ی تک   با   متمرکز  بار   تحت   ی بتن   دال  مرکز   یی جاجابه   یی همگرا  . 12شکل  

ردار ی گ   

بیشترین   2×2شود، شبکه  ( مشاهده می12شکل  )گونه که در  همان

شبکه  شدن  ریزتر  با  اختلاف  این  و  دارد  دقیق  حل  با  را  اختلاف 

میبه کاهش  توجهی  قابل  شبکه  طور  از  پاسخ   4×4یابد.  بعد،  به 

 8×8و    6×6های  عددی به مقدار تحلیلی نزدیک شده و برای شبکه 

می حاصل  کامل  همپوشانی  نشانتقریباً  که  همگرایی  شود  دهنده 

افزایش ریزبندی است  .پایدار مدل عددی و بهبود مستقیم دقت با 

رای مقادیر لنگر خمشی مرکزی دال بتنی گیردار تحت بار متمرکز ب

در  میلی  100ضخامت   به 5جدول  )متر  توجه  با  است.  ارائه شده   )

های لنگر خمشی در دو راستا برابر تقارن هندسی و بارگذاری، مؤلفه 

ازاین و  بیبوده  مقدار  یک  تنها  گزارش رو  خمشی  لنگر  از  بعدشده 

 . تشده اس

 
مقادیر لنگر خمشی مرکزی برای دال بتنی تحت بار متمرکز با  .  4جدول  

centerMهای گیردار  گاه تکیه 

P

 
 
 

 

ف 
ردی

 

h a h/a 2×2 4×4 6×6 8×8  حل دقیق 

1 

100 1000 1 /0 0234 /0 0279 /0 0394 /0 0424 /0 0536 /0 

 0% -20/ 72% -26/ 42% -47/ 86% -56/ 25% درصد اختلاف 

 

دهد که مقدار لنگر خمشی مرکزی دال به نشان می بالا نتایج جدول  

های درشت دقت ریزبندی شبکه وابستگی قابل توجهی دارد و شبکه
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می ارائه  عددی پایینی  حل  تقسیمات،  تعداد  افزایش  با  دهند. 

نزدیک میبه تحلیلی  به حل  یکنواخت  این همگرایی  صورت  و  شود 

کاملاً مشهود است. این رفتار بیانگر وجود    8×8و    6× 6های  در شبکه 

به گرادیان نیاز  و  دال  مرکزی  ناحیه  در  خمشی  لنگر  شدید  های 

دقیقگسسته  خمشی سازی  تنش  میدان  صحیح  بازنمایی  برای  تر 

نسبت به حل تحلیلی در است. بزرگ تر بودن برخی مقادیر عددی 

محدودیتضخامت به  بالاتر  تئوری های  بدون های  کلاسیک  های 

جدول )گردد. در مجموع، نتایج  میدرنظرگرفتن تغییرشکل برشی باز

–( دقت و پایداری مناسب مدل عددی مبتنی بر تئوری میندلین 5

بهگیر  هایدال  خمشی  لنگر  تحلیل  برای  را  رایسنر در دار،  ویژه 

 .کندهای متوسط و زیاد، تأیید میضخامت

مقایسه حل عددی دال بتنی مربعی تحت بار متمرکز با نتایج سایر    . 5-4

 پژوهشگران 

بررسی  مربعی  بتنی  دال  مسئله  عددی،  حل  مقایسه  برای 

 :  [28]شودشود که حل دقیق آن توسط رابطه زیر بیان میمی

 

(26 ) 2

0.0056
Pa

w
D

=   

)صلبیت خمشی  بیانگر مشخصات مصالح    Dدر رابطه فوق ماتریس  

 گردد: است که توسط رابطه زیر بیان میصفحه( 

 

(27) 3

212(1 )

Eh
D

v
=

−  
 

برای مسئله دال بتنی از مقاومت فشاری  
235c

Nf
mm

 مقدار   ،=

مدول یانگ  
228000 NE

mm
610P، بار متمرکز  = N= −  ،

1000aابعاد صفحه مربعی   mm=  پواسون 0.2، ضریب  و    =

100hمقدار ضخامت دال بتنی   mm= شده است.   استفاده 

 

(28) 
( )

( )

26

3

2

2

10 1000
0.0056 2.304

28000 100

12 (1 0.2 )
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w mm

N
mm
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− 
=  = −



 −

 

شده با جزء جایی محاسبهبرای ارزیابی دقت مدل عددی، مقدار جابه

شبکه  ME30 پیشنهادی با    8×8بندی  در  متر میلی  -111/2برابر 

  حدود   خطایی  و  97/95٪  حدود  دست آمده است که بیانگر دقتبه

انطباق  باشد. این نتیجه نشاننسبت به حل تحلیلی می   ٪4 دهنده 

است تحلیلی  پاسخ  با  پیشنهادی  روش   .مناسب 

مقایسه گسترده پیشنهادیبرای  از جزء  نتایج حاصل   با  ME30 تر، 

در    MKQ12 و   DKQ  ،MZC  ،REC4  ،ACM  شدهشناخته   اجزای

شبکه  مختلف  همانسطوح  است.  شده  مقایسه  در گوبندی  که  نه 

می6)جدول مشاهده  مقدار (  شبکه،  ریزبندی  افزایش  با  شود، 

صورت یکنواخت به  ME30 شده توسطجایی مرکز دال محاسبهجابه

شود و روند همگرایی پایدار و منظمی  به مقدار حل دقیق نزدیک می

می نشان  خود  جزء از  مناسب  توانایی  بیانگر  رفتار  این  دهد. 

دال خیز  میدان  بازتولید  در  بار پیشنهادی  تحت  مربعی  بتنی  های 

 .متمرکز است

 
های  گاه تکیه جایی مرکز دال بتنی تحت بار متمرکز و  مقایسه جابه .  5جدول  

)با تحقیق سایر پژوهشگران    گیردار  )( )2/ / 100cW Pa D 

ف 
ردی

 

شبکه 
ی 

بند
 

DKQ 
[30] 

MZC 
[31] 

REC4 
[32] 

ACM 
[33] 

MKQ12 
[34] 

ME30 

1 2× 2 6410 /0 6134 /0 6134 /0 6135 /0 5096 /0 3060 /0 

2 4× 4 5895 /0 5803 /0 5808 /0 5803 /0 5457 /0 4838 /0 

3 8× 8 5757 /0 5672 /0 5710 /0 5672 /0 5570 /0 5374 /0 

 0/ 5612 حل دقیق 
 

 
 های گیردار گاه تحلیل دال بتنی مستطیلی تحت بار متمرکز با تکیه   . 6-4

در این مثال به بررسی و تحلیل دال بتنی مستطیلی با مقاومت  

مشخصه  برابر  فشاری  بتن  35cfی  MPa ابعاد  =  ،

1000 2000a b mm mm =   کشسانی ضریب   ،
328 10E MPa=     پواسون ضریب  0.2و  بار   = تحت 

610Pمتمرکز   N= ( ابعاد دال  13شکل  شود. در )پرداخته می  −

جایی در مرکز دال بتنی  بتنی مستطیلی ارائه شده است. نتایج جابه

 ( آمده است.7جدول مستطیلی در )
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 دال بتنی مستطیلی هندسی و بارگذاری  مشخصات  .  13شکل  

رفتار خمش دال بتنی مستطیلی گیردار تحت بار   (7جدول  )نتایج  

 100دهد. برای ضخامت  متمرکز را در دو ضخامت مختلف نشان می

شبکهمیلی در  تحلیلی  مقدار  و  عددی  حل  میان  اختلاف  های متر، 

، خطا ترریزی  هاشبکه( نسبتاً زیاد است، اما با افزایش  2×4درشت )

شبکه  به در  و  یافته  کاهش  منظم  قبولی   6×12صورت  قابل  مقدار 

 آید. دست میبه

 
های گیردار  گاه دال بتنی مستطیلی تحت بار متمرکز با تکیه   تحلیل .  6جدول  

max

2

W

Pa D

 
 
 

 

 a b h h/a 4×2 8×4 12 ×6 ردیف 

1 
1000 2000 100 1 /0 003 /0 00642 /0 00618 /0 

 -14/ 34% -17/ 02% -58/ 35% درصد اختلاف 

2 
1000 2000 120 12 /0 0035 /0 00657 /0 0067 /0 

 -7/ 20% -8/ 96% -51/ 43% درصد اختلاف 

 00722/0 [ 28] حل دقیق )بدون اثر تغییرشکل برشی( 

 

 های مستطیلی به دلیل نسبت طولدهد که دالاین روند نشان می

ناهمگن  هب خمش  میدان  متفاوت،  دالعرض  به  نسبت  های تری 

گسسته  به  بیشتری  حساسیت  و  کرده  ایجاد  با مربعی  دارند.  سازی 

متر، سختی خمشی دال افزایش یافته میلی  120افزایش ضخامت به  

اختلاف شبکهو  در  پیدا ها  توجهی  قابل  کاهش  ریز  و  میانی  های 

 حل تحلیلی بیشترین انطباق را با    6×12که شبکه  طوری به    ،د کنمی

 دهد.  نشان می

شبکه  برخی  در  یکنواخت  روند  محدودیتنبود  از  ناشی  نیز  های ها 

کلاسیک   دقیق  در   نظر  در  باحل  است.  برشی  تغییرشکل  نگرفتن 

نتایج   مورد   (5جدول  )مجموع،  عددی  روش  که  است  آن  بیانگر 

دال  تحلیل  در  مناسب،  استفاده  ریزبندی  با  گیردار،  مستطیلی  های 

ویژه برای ، بهش را با دقت و همگرایی قابل اتکاقادر است میدان خم

جایی را ( جابه14شکل  )  .  بازتولید کند   های متوسط و زیاد ضخامت

 دهند.  متر نشان میمیلی 120برای ضخامت 

 

 
 ردار ی گ   یها گاه ه ی تک   با   متمرکز  بار   تحت  ی ل ی مستط   ی بتن   دال   ییجا جابه .  14شکل  

 

تمرکز تغییرمکان در مرکز و تفاوت شیب خمش نظر به شکل بالا،  

بر توزیع  اثر مستقیم نسبت طول به عرض دال  بیانگر  راستا  در دو 

خی سریع  کاهش  است.  خمشی  در  سختی  کاهش    کوتاه  بعدز  و 

است نشان می  بعد طویلتر در  ملایم توانسته  که مدل عددی  دهد 

بازتولید   تقارن  تحمیل  بدون  را  مستطیلی  دال  غیریکنواخت  رفتار 

ها نیز گواهی بر اعمال صحیح گاهکند. یکنواختی سطح نزدیک تکیه

لبه   گاه تکیه  در  در گیردار  را  عددی  مدل  صحت  الگو  این  است.  ها 

دال خمش  میدان  بازتولید  و  بار  انتقال  واقعی  مسیرهای   نمایش 

جایی دال بتنی ی جابه( مقایسه15شکل  ).  کندمستطیلی تأیید می

را نشان   تئوری کلاسیکهای مختلف و حل  بندیمستطیلی با شبکه

 دهد. می
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  با   متمرکز  بار   تحت   ی ل ی مستط   ی بتن   دال   یی جاجابه   یی همگرا  . 15شکل  

 مختلف   ی ها ی بند شبکه   و   رداری گ   یها گاه ه ی تک 

پاسخ عددی به افزایش تعداد تقسیمات،  به مقدار با  پیوسته  صورت 

می نزدیک  شبکه مرجع  توجه  قابل  اختلاف  و  درشت شود  های 

 که  است  شده   سبب  دال  مستطیلییابد. هندسه  سرعت کاهش میبه

ساسیت حل عددی در راستای طول و عرض متفاوت باشد و این ح

شبکه همگرایی  نرخ  تفاوت  در   6× 12و    4×8،  2×4های  موضوع 

می نشان  نمودار  رفتار  است.  یافته  در بازتاب  عددی  مدل  که  دهد 

های ریز قادر است میدان خمش دال مستطیلی را با دقت بالا شبکه 

تعداد   افزایش  و  کند  خمشی اجزابازتولید  سختی  ناهمگنی  اثرات   ،

از نسبت طول به  به  ناشی  را  پوشش میعرض  شکل )  .دهددرستی 

 دهد. جایی مرکز دال بتنی مستطیلی را نشان می( همگرایی جابه16

 
  با   متمرکز  بار  تحت  ی ل ی مستط   ی بتن   دال  مرکز   یی جاجابه   یی همگرا.  16شکل  

 ردار ی گ   یها گاه ه ی تک 

بالا می  نمودار  شبکه نشان  که  و    2×4بندی  دهد  دارد  پایینی  دقت 

کند. با افزایش تقسیمات توجهی با حل دقیق ایجاد میاختلاف قابل

و خطا    6×12و    4×8به   نزدیک شده  مرجع  مقدار  به  عددی  پاسخ 

یابد. این روند بیانگر آن است که برای طور چشمگیری کاهش میبه

تعیین نقش  شبکه  ریزبندی  گیردار،  مستطیلی  در کنندهدال  ای 

 .بازتولید صحیح خیز مرکزی دارد

تکیه .  7-4 با  متمرکز  بار  تحت  ضخیم  خیلی  بتنی  دال  های  گاه تحلیل 

 گیردار 

در این مثال به بررسی و تحلیل دال بتنی خیلی ضخیم مربعی  

با   برابر  بتن  مشخصه  فشاری  مقاومت  35cfبا  MPa بعد  = با   ،

2500a m=  کشسانی ضریب   ،328 10E MPa=  ضریب  ،

0.2پواسون   متمرکز    = بار  تحت  610Pو  N= پرداخته    −

برای جابهمی این حل عددی  نتایج  جایی مرکز دال شود.  محاسبه 

 ( ارائه شده است.7جدول بتنی در )
 

های  جایی مرکز دال بتنی خیلی ضخیم تحت بار متمرکز با لبه جابه   . 7جدول  

maxگیردار  

2

W

Pa D

 
 
 

 

ف 
ردی

 

h a h/a 2×2 4×4 6×6 8×8 

1 

300 2500 12 /0 00365 /0 00536 /0 00556 /0 0059 /0 

 5/ 36% -0/ 56% -4/ 27% -34/ 66% [28]  درصد اختلاف

2 

600 2500 24 /0 00732 /0 00944 /0 0096 /0 0104 /0 

 87/ 25% 71/ 51% 68/ 66% 30/ 73% [28]  درصد اختلاف

 0/ 0056         [                      28] حل دقیق )بدون اثر تغییرشکل برشی(

 

متر، اختلاف نتایج در میلی  300برای دال بسیار ضخیم با ضخامت  

از  بندیشبکه   6× 6  در  –56/0٪  کم   مقدار  به  2× 2  در   –66/34٪ها 

 600  ضخامت  در.  است  مناسب  همگرایی  روند  و  یافته  کاهش

  تا   73/30٪  از  و   یافته   افزایش  توجهیقابل  طوربه  ها اختلاف  متر،میلی

 به  ضخامت  بزرگ  نسبت  خطا،  افزایش  علت.  اندشده  متغیر  ٪25/87
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سازگار خم  فرضیات  با   که  است  دال  صلبشبه  رفتار  و  طول ش 

می ایجاد  مازاد  انعطاف  خمشی  صفحه  جزء  و  نتایج نیست  کند. 

دال برای  مدل  کارایی  برای بیانگر  آن  محدودیت  و  ضخیم  های 

جابه   .است  خیلی ضخیمهای  دال )مقدار  در  برای 17شکل  جایی   )

 متر رسم شده است.میلی 300ضخامت 

 
  یها گاه ه ی تک   با   متمرکز   بار   تحت   م ی ضخ  ی ل ی خ   ی بتن   دال   ییجا جابه .  17شکل  

 ردار ی گ 

تحت بار متمرکز   م یضخخیلی    یدال بتن  یی جاجابه  ( 17ل  شک)  در

در مرکز، بازتاب اعمال بار    یموضع  ینشان داده شده است. شکستگ

تغ  یانقطه  سطح  رفتار  و  با   زین  رمکانییاست  دال  انتظار  مطابق 

دامنه  رداریگ  گاه ه یتک است.  شده  و   صفر  ریمقاد  نیب  زیخ  ظاهر 

دال   یبالا  اریبس  ی سخت  دهندهانقرار دارد که نش  متریلمی  –056/0

و عدم بروز   کنواختی  زیخ  عیاست. توز  هارشکلییو محدود بودن تغ

شرا  یوستگیناپ  اعمال  مرزها صحت  تأ   رداریگ  طیدر    . کند یم  دییرا 

جایی مرکز دال بتنی خیلی ضخیم تحت ( همگرایی جابه18شکل  )

 دهد. های گیردار را نشان میگاهبار متمرکز با تکیه

 
  با   متمرکز  بار   تحت   م ی ضخ  ی ل ی خ   ی بتن   دال  مرکز   یی جاجابه   یی همگرا  . 18شکل  

 ردار ی گ   یها گاه ه ی تک 

حل عددی از   8×8بندی  شود در شبکه طوریکه در شکل مشاهده می

حل تحلیلی مورد استفاده در این حل تحلیلی عبور کرده است، زیرا  

تئوری کلاسی  بر  اثر تغییرشکل   Kirchhoff پژوهش مبتنی  بوده و 

نمی نظر  را در  فرمولبرشی  مقابل،  بر گیرد. در  بندی عددی حاضر 

تئور سهم    Mindlin–Reissnerیاساس  که  است  یافته  توسعه 

می لحاظ  را  برشی  با  تغییرشکل  صفحات  در  دلیل،  همین  به  کند. 

پاسخ و  خیز  مقادیر  زیاد،  و  متوسط  میضخامت  عددی  توانند های 

در بزرگ رفتار  این  باشند.  کلاسیک  حل  از  حاصل  مقادیر  از  تر 

 . [29]مطالعات تحلیلی و عددی پیشین نیز گزارش شده است 

 گیری نتیجه .  5

و دال ME30 پیشنهادی  جزء محدود تحلیل صفحات  های  در 

به  ضخامت  نسبت  بازه  در  که  داد  نشان  متمرکز  بار  تحت  خمشی 

حدود   0.08طول  / 0.12h a   و پایدار  همگرایی  و  دقت   ،

اعتمادی می    قابل  پاسخارائه  بازه،  این  در  تطابق دهد.  عددی  های 

حل با  فرمول مناسبی  و  تحلیلی  در بندیهای  موجود  معتبر  های 

می مشاهده  مدل  کارایی  بیشترین  و  داشته  افزایش  ادبیات  با  شود. 

دال ناحیه  به  ورود  و  طول  بر  ضخامت  ضخیم،  بسیار  های  نسبت 

حل و  عددی  پاسخ  میان  افزایش اختلاف  کلاسیک  تحلیلی  های 

حلمی ذاتی  محدودیت  از  ناشی  امر  این  که  فاقد  یابد  مرجع  های 

 .شودعنوان ضعف مدل عددی تلقی نمیتغییرشکل برشی بوده و به 

می نشان  همگرایی  جزءنتایج  اگرچه  که   30دارای   ME30 دهد 

درجه آزادی در هر المان است و در ظاهر هزینه محاسباتی بیشتری 

المان پاییننسبت به  افزایش درجات آزادی های مرتبه  این  تر دارد، 

شبکه  به  نیاز  کاهش  و  همگرایی  رفتار  بهبود  ریز با  بسیار  بندی 

می بهجبران  بررسی گونهشود.  مسائل  از  بسیاری  در  که  شده،   ای 

شبکه  در  قبول  قابل  دقت  به  پذیر امکان  8×8و    6×6های  دستیابی 

صرفاً ناشی از افزایش  ME30 رو، دقت افزوده مدلبوده است. ازاین

فرمول حاصل  بلکه  نبوده،  آزادی  درجات  تعداد  یا  بندی مرتبه 

و  خمشی  رفتار  همزمان  بازنمایی  در  آن  توانایی  و  پیشنهادی 

استتغییرشکل  برشی  می  .های  مجموع،  که در  گرفت  نتیجه  توان 

پیشنهادی تحلیل  ME30 جزء  برای  اتکا  قابل  عددی  ابزار  یک 

های با ضخامت متوسط تحت بار متمرکز است صفحات نازک و دال
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